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Spernerova lema je kombinatorni rezultat koji je prvi dokazao njemacˇki matematicˇar Em-
manuel Sperner, a uglavnom se primjenjuje u izracˇunavanju fiksnih tocˇaka preslikava-
nja i na probleme pravedne raspodjele. Ona govori da svaka Spernerova triangulacija
n-simpleksa sadrzˇi neparan broj potpuno oznacˇenih n-simpleksa.
O tome detaljnije govorimo u Poglavlju 1, gdje na pocˇetku objasˇnjavamo Spernerovu
triangulaciju trokuta i iskazujemo Spernerovu lemu za trokute. Nakon toga poopc´avamo
pojam Spernerove triangulacije na n-simplekse, kao i samu lemu, i dokazujemo je koristec´i
indukciju po dimenziji simpleksa i analogiju iz dimenzije 2.
Osim toga, koristimo je kao pomoc´ kod dokazivanja teorema vezanih za pravednu ras-
podjelu torte i stanarine na n osoba. Vec´ina rezultata iz ovog poglavlja dolazi iz [2].
U Poglavlju 2 navodimo 2-dimenzionalnu verziju Brouwerovog teorema o fiksnoj tocˇki
i dokazujemo je koristec´i Spernerovu lemu za trokute. Uglavnom se pozivamo na [3].
U Poglavlju 3 objasˇnjavamo pravila igre Hex za 2 igracˇa i navodimo Hex teorem vezan
uz nju. Nakon toga pokazujemo vezu s Brouwerovim teoremom, a na kraju dokazujemo





Cilj ovog poglavlja je iskazati i dokazati Spernerovu lemu za n-simplekse i primijeniti je
na probleme pravedne raspodjele. Prvi korak prema tom cilju je Spernerova lema za 2-
simplekse, odnosno trokute, koju c´emo onda poopc´iti na n-simplekse. Na kraju poglavlja
radimo primjenu leme na probleme raspodjele torte i stanarine.
1.1 Spernerova lema za trokute
Definirajmo za pocˇetak pojam triangulacije trokuta.
Definicija 1.1.1. Triangulacijom trokuta T c´emo zvati familiju trokuta koji u uniji daju T ,
a medusobno se sijeku ili u jednoj zajednicˇkoj strani ili u jednom zajednicˇkom vrhu, ili se
ne sijeku uopc´e.
Neka je sada T trokut koji smo triangulirali na manje trokute koje c´emo zvati elemen-
tarnim trokutima, i oznacˇimo vrhove tih trokuta brojevima 1, 2 i 3, kao na slici 1.1 Vrhove
smo oznacˇili pratec´i sljedec´a pravila:
1. Svaki vrh od T ima drugacˇiju oznaku
2. Svaki vrh na nekoj od stranica trokuta T ima istu oznaku kao jedan od vrhova koji
razapinju tu stranicu (svi vrhovi na stranici koja spaja vrhove 1 i 2 su oznacˇeni ili sa
1 ili sa 2, itd.), a svi unutarnji vrhovi imaju proizvoljne oznake
Takav nacˇin oznacˇavanja vrhova trokuta zove se Spernerov, pa c´emo u ovom radu tro-
kut oznacˇen Spernerovim nacˇinom oznacˇavanja nazivati trokut sa Spernerovom triangula-
cijom. Sada mozˇemo iskazati Spernerovu lemu za trokute na sljedec´i nacˇin:
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Slika 1.1: Trokut sa Spernerovom triangulacijom
Teorem 1.1.2. Svaki trokut sa Spernerovom triangulacijom sadrzˇi neparan broj elementar-
nih trokuta koji imaju sva tri vrha oznacˇena razlicˇitim oznakama. Posebno, sadrzˇi barem
jedan takav trokut.
Na slici 1.1 su oznacˇeni svi takvi trokuti, ima ih 3 pa uocˇavamo da tvrdnja vrijedi za taj
trokut. Sada c´emo tu tvrdnju poopc´iti na n-simplekse.
1.2 Spernerova lema za n-simplekse
Da bismo mogli iskazati Spernerovu lemu za n-simplekse, moramo prvo shvatiti koncept
n-simpleksa. 0-simpleks je tocˇka, 1-simpleks duzˇina, 2-simpleks trokut, a 3-simpleks te-
traedar, pa u skladu s tim n-simpleks mozˇemo zamisˇljati kao n-dimenzionalni tetraedar i
definirati ga kao konveksnu ljusku n + 1 afino nezavisnih tocˇaka u prostoru Rm,m ≥ n. Te
tocˇke cˇine vrhove n-simpleksa. Svaki k-simpleks generiran nekim (k + 1)-podskupom tih
n+1 tocˇaka c´emo zvati k-stranom n-simpleksa (dakle 0-strana je vrh, 1-strana je brid, itd.).
Sljedec´e, moramo definirati sˇto znacˇi triangulacija n-simpleksa S .
Definicija 1.2.1. Kao i u slucˇaju trokuta, rec´i c´emo da je triangulacija n-simpleksa S
familija manjih n-simpleksa koji u uniji daju S , a sijeku se u jednoj zajednicˇkoj k-strani (za
neki k ∈ {0, 1, . . . , n−1}), ili se ne sijeku uopc´e. Takve n-simplekse c´emo zvati elementarnim
n-simpleksima, a njihove vrhove vrhovima triangulacije.
Oznacˇimo sada (n − 1)-strane n-simpleksa brojevima 1, 2, . . . , n + 1. Proizvoljnu trian-
gulaciju od S tada mozˇemo oznacˇiti tako da svaki vrh oznacˇimo jednim od brojeva kojima
su oznacˇene (n − 1)-strane od S , pratec´i sljedec´a pravila:
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Slika 1.2: 1-simpleks sa Spernerovom triangulacijom
Slika 1.3: 3-simpleks sa Spernerovom triangulacijom
1. Nijedan vrh na (n − 1)-strani j nije oznacˇen sa j, ∀ j
2. Unutrasˇnji vrhovi od S mogu biti oznacˇeni bilo kojim brojem
Kao u slucˇaju 2-simpleksa, i ovdje se takav nacˇin oznacˇavanja triangulacije n-simpleksa
zove Spernerova triangulacija n-simpleksa. Na slikama 1.2 i 1.3 vidimo primjer Sperne-
rove triangulacije 1-simpleksa, odnosno duzˇine, i 3-simpleksa, odnosno tetraedra.
Napomenimo da 1. pravilo oznacˇavanja ukljucˇuje i rub svake (n − 1)-strane, sˇto znacˇi
da npr. na tetraedru na slici 1.3 vrhovi na bridu koji je presjek 2-strana 1 i 4 mogu biti
oznacˇeni samo brojevima 2 i 3 jer strana 1 onemoguc´ava da budu oznacˇeni sa 1, a strana 4
da budu oznacˇeni sa 4. Zbog nacˇina na koji smo oznacˇili (n − 1)-strane su krajnji vrhovi
tog brida oznacˇeni sa 2 i 3, sˇto znacˇi da je i taj brid oznacˇen Spernerovim oznakama, a
to nas onda dovodi do zakljucˇka da Spernerova triangulacija na n-simpleksu S povlacˇi i
Spernerovu triangulaciju na (n − 1)-stranama od S kao (n − 1)-simpleksima, itd.
Definicija 1.2.2. Elementarni simpleks u triangulaciji c´emo zvati potpuno oznacˇenim ako
mu nijedna dva vrha nemaju iste oznake.
Uz gornju definiciju mozˇemo izrec´i Spernerovu lemu za n-simplekse na sljedec´i nacˇin:
Teorem 1.2.3. Svaka Spernerova triangulacija n-simpleksa sadrzˇi neparan broj potpuno
oznacˇenih elementarnih n-simpleksa. Specijalno, sadrzˇi barem jedan takav simpleks.
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Dokaz. Tvrdnju c´emo dokazati indukcijom po dimenziji simpleksa n. Za n = 1 nasˇ sim-
pleks je duzˇina, kao na slici 1.2. Zbog Spernerove triangulacije njezine krajnje tocˇke su
oznacˇene sa 1 i 2, a svi vrhovi izmedu su takoder oznacˇeni ili sa 1 ili sa 2. Kako su njezine
krajnje tocˇke oznacˇene razlicˇitim oznakama, ocˇito je da se, ako krenemo iz lijevog kraja
prema desnom, oznake vrhova kojima prolazimo moraju promijeniti neparan broj puta, sˇto
onda daje i tvrdnju da 1-simpleks sadrzˇi neparan broj baznih simpleksa (jer brojimo one
simplekse koji su omedeni vrhovima s razlicˇitim oznakama).
Pretpostavimo sada da tvrdnja teorema vrijedi za sve simplekse dimenzije do ukljucˇivo
(n−1) i dokazˇimo da u tom slucˇaju ona vrijedi i za simpleks dimenzije n. Dokazat c´emo da
tvrdnja vrijedi za n-simpleks sa Spernerovom triangulacijom cˇiji su vrhovi oznacˇeni redom
sa 1, . . . , n + 1. Rezultati koje iznosimo odnose se na dimenziju n, ali da bismo laksˇe
shvatili dokaz za neke stvari c´emo se referirati na dimenziju 2, dakle trokut, kao ovaj na
slici 1.4.
Zamislimo n-simpleks S kao kuc´u trianguliranu u sobe, koje su reprezentirane elemen-
tarnim simpleksima. (n − 1)-stranu sobe zvat c´emo vratima ako je ona oznacˇena s prvih n
od ukupno n + 1 oznaka, odnosno, u nasˇem konkretnom primjeru, vrata su bridovi (1, 2), a
za n = 3 vrata bi bili trokuti (1, 2, 3).
Tvrdimo da je broj vrata na rubu od S neparan. To vrijedi jer je (zbog Spernerovih
oznaka) jedina (n − 1)-strana od S koja uopc´e mozˇe sadrzˇavati vrata (n + 1)-ta, koja je
oznacˇena sa 1, . . . , n, pa po pretpostavci indukcije sadrzˇi neparan broj potpuno oznacˇenih
(n − 1)-simpleksa, a ti simpleksi su po nasˇoj definiciji upravo vrata.
Ta granicˇna vrata mozˇemo iskoristiti kako bismo locirali potpuno oznacˇene sobe. Bitno
je primijetiti da svaka soba mozˇe imati najvisˇe 2 vrata i da ima tocˇno 1 vrata ukoliko je
ona potpuno oznacˇena. A to vrijedi jer svaka soba koja ima barem 1 vrata ima ili svaki
vrh drugacˇije oznacˇen (dakle je potpuno oznacˇena) ili 2 vrha s istom oznakom. U prvom
slucˇaju soba ima tocˇno 1 vrata, u drugom tocˇno 2. Tvrdnju mozˇemo provjeriti i na slici
1.4, svaki elementarni trokut ima 0, 1 ili 2 vrata, odnosno bridova (1, 2).
Dakle, krenimo od nekih vrata na rubu od S i udimo u sobu kojoj pripadaju. Ta je soba
ili potpuno oznacˇena ili ima josˇ jedna vrata kroz koja mozˇemo proc´i. Nastavimo postupak
prolazec´i kroz vrata kad god nam je to omoguc´eno. Primijetimo da c´emo ovim postupkom
kroz svaku sobu proc´i najvisˇe jednom jer svaka soba ima najvisˇe 2 vrata pa se nikako ne
mozˇemo vratiti u nju. Broj soba je konacˇan pa c´e postupak stati u konacˇnom vremenu, a
posljednji korak c´e biti ili ulazak u potpuno oznacˇenu sobu ili prolazak kroz rubna vrata
od S , odnosno izlazak iz S . Za ilustraciju, pogledajmo sliku 1.5. Strelice pokazuju puteve
kojima se krec´emo pratec´i gore opisani postupak prolazaka kroz sobe.
Kako je broj granicˇnih vrata od S neparan, a gore opisani putevi povezuju paran broj
njih, ostaje neparan broj granicˇnih vrata koja nisu povezana s drugim granicˇnim vratima,
dakle vode do potpuno oznacˇenih soba. Osim toga, sve potpuno oznacˇene sobe do kojih
se ne mozˇe doc´i putevima koji krec´u s ruba od S dolaze u parovima, i spojene su vlastitim
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Slika 1.4: Kuc´a, sobe i vrata (oznacˇena isprekidanim linijama)
Slika 1.5: Primjer prolaska kroz sobe
putevima (slika 1.5). Dakle, ukupan broj potpuno oznacˇenih soba u S je neparan.

1.3 Primjena Spernerove leme na problem pravedne
raspodjele
U nastavku c´emo vidjeti na koje nacˇine se Spernerova lema mozˇe primijeniti na problem
pravedne raspodjele. Navodimo probleme raspodjele torte i stanarine.
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Slika 1.6: Primjer particije torte za n = 5
Raspodjela torte
Zamislimo tortu pravokutnog oblika koju treba razdijeliti na n osoba koje mogu imati
razlicˇite preferencije oko velicˇine komada. U tu svrhu radimo particiju torte na n manjih
pravokutnika, kao na slici 1.6.
Particija torte je u potpunosti definirana relativnim velicˇinama svojih komada. Ako
pretpostavimo da je velicˇina torte 1 i oznacˇimo velicˇinu i-tog komada sa xi, problem
mozˇemo zapisati kao x1 + x2 + . . .+ xn = 1,∀xi ≥ 0. Prostor S svih moguc´ih particija torte
je (n − 1)-simpleks u Rn, pri cˇemu svaka tocˇka od S odgovara nekoj particiji torte. Cilj
je nac´i particiju torte u kojoj je svaka osoba zadovoljna svojim komadom. Zapocˇinjemo
definicijom sˇto to znacˇi da je osoba zadovoljna komadom torte.
Definicija 1.3.1. Rec´i c´emo da osoba preferira neki komad u danoj particiji torte ako
joj taj komad odgovara visˇe (ili jednako) od bilo kojeg drugog komada u toj particiji.
Pretpostavljamo da ta preferencija ovisi samo o osobi koja bira i o particiji, ali ne i o
izborima ostalih osoba.
Primijetimo da svaka osoba u danoj particiji preferira barem jedan komad torte, a mozˇe
se dogoditi i da preferira visˇe od jednog. U tom slucˇaju je svejedno koji komad uzmemo
kao preferiran. Ono sˇto zˇelimo postic´i je da nademo particiju u kojoj svaka osoba preferira
razlicˇiti komad. Prepostavit c´emo takoder sljedec´e:
1. Osobe su gladne. To znacˇi da svakoj osobi bilo koji neprazan komad odgovara visˇe
od praznog.
2. Skupovi preferencija su zatvoreni. To znacˇi da ako osoba preferira neki komad u
konvergentnom nizu particija torte, tada ga ona preferira i u granicˇnoj particiji.
Uz ove pretpostavke mozˇemo izrec´i sljedec´i teorem koji govori o raspodjeli torte na n
komada:
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Slika 1.7: Oznake vrhova po pripadnosti
Teorem 1.3.2. Za gladne osobe sa zatvorenim skupovima preferencija postoji particija
torte takva da svaka osoba preferira razlicˇiti komad torte.
Dokaz. Kao pomoc´ u dokazu teorema promatrat c´emo slucˇaj n = 3. Nazovimo osobe ko-
jima dijelimo tortu Andelko, Benjamin i Cecilija. Trebamo razdijeliti tortu ukupne velicˇine
1 na 3 komada. Oznacˇimo velicˇine komada torte sa x1, x2 i x3. Kako je x1 + x2 + x3 = 1
i ∀xi ≥ 0, prostor rjesˇenja S je ravnina presjecˇena prvim oktantom, dakle trokut. Trian-
gulirajmo S i oznacˇimo vrhove sa A, B, C, koji ”pripadaju” redom Andelku, Benjaminu
i Ceciliji, kao na slici 1.7. Vrhovi su oznacˇeni na nacˇin da svi elementarni trokuti imaju
vrhove A, B i C. Uocˇimo da se na isti nacˇin mozˇe oznacˇiti i finija triangulacija.
Sada uvodimo pomoc´ne oznake koristec´i brojeve 1, 2 i 3, i to na sljedec´i nacˇin: s ob-
zirom da svaka tocˇka trokuta odgovora jednoj particiji, pitamo vlasnika svakog vrha ”Koji
komad torte bi uzeo u slucˇaju da je torta razdijeljena na taj nacˇin?”. Sukladno odgovoru
oznacˇimo taj vrh sa 1, 2 ili 3.
Tvrdimo da je ovaj nacˇin oznacˇavanja vrhova Spernerov. U vrhu (1, 0, 0) jedan komad
sadrzˇi cijelu tortu pa po pretpostavci gladi vlasnik tog vrha uvijek uzima prvi komad. Na
slicˇan nacˇin vlasnici vrhova (0, 1, 0) i (0, 0, 1) uzimaju drugi, odnosno trec´i komad, pa
dobivamo da vrhovi od S imaju razlicˇite oznake. Osim toga, svaka stranica od S sadrzˇi
tocˇke kojima je jedna koordinata uvijek 0, pa su sve tocˇke na toj stranici oznacˇene istim
oznakama kao i njezini krajnji vrhovi, sˇto povlacˇi da je ovakav nacˇin oznacˇavanja vrhova
zaista Spernerov.
Spernerova lema sada garantira da postoji barem jedan (1, 2, 3)-simpleks u triangulaciji,
a kako je svaki takav nastao od trokuta ABC (jer smo na pocˇetku vrhove oznacˇili tako da
su svi trokuti oznacˇeni sa A, B i C), znacˇi da smo dobili 3 vrlo slicˇne particije u kojima
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Slika 1.8: Prva 2 koraka baricentricˇne subdivizije 2-simpleksa
razlicˇite osobe preferiraju razlicˇiti komad torte.
Kako bismo dokazali da postoji jedinstvena particija koja zadovoljava sve 3 osobe,
samo trebamo provesti gore opisani postupak za sve finiju triangulaciju koja nam daje
sve manji (1, 2, 3)-trokut. Zbog kompaktnosti trokuta i sve manje velicˇine trokuta (1, 2, 3)
postoji konvergentan podniz trokuta koji konvergira u tocˇku i ta tocˇka onda daje particiju
kojom su sve osobe zadovoljne.
Kako je svaki (1, 2, 3) trokut nastao od trokuta ABC, i svaka osoba je mogla samo na
konacˇno nacˇina odabrati komad koji joj odgovara, mora postojati beskonacˇan niz u kojem
su svi odabiri od A, B i C konstantni. Zatvoreni skupovi preferencija nam garantiraju da c´e
na granicˇnoj tocˇki ovog niza trokuta osobe biti zadovoljne razlicˇitim izborima. 
Poopc´enje na n osoba
Kod poopc´enja gornjeg dokaza za 3 osobe na n osoba jedina zahtjevnija stvar je odabir
triangulacije za prostor rjesˇenja S . Trebamo triangulaciju koja omoguc´uje da svaki ele-
mentarni simpleks bude potpuno oznacˇen, i to imenima osoba. Triangulaciju koju smo
koristili za n = 3 je jako tesˇko poopc´iti pa c´emo ovdje koristiti triangulaciju po baricen-
tricˇnoj subdiviziji.
Definicija 1.3.3. Baricentricˇna subdivizija je (iterativni) postupak koji uzima svaki ele-
mentarni simpleks u triangulaciji simpleksa S i dijeli ga tako da oznacˇi tezˇisˇta njegovih
strana u svim dimenzijama i spaja ih medusobno, formirajuc´i tako novu triangulaciju.
Na slici 1.8 vidimo kako se baricentricˇna subdivizija primjenjuje na 2-simpleks. Pri-
mijetimo da mrezˇu subdivizije mozˇemo ucˇiniti proizvoljno malom iterirajuc´i gore opisani
postupak.
Pretpostavimo sada da smo iterirali baricentricˇnu subdiviziju m puta. Kako bismo do-
bili zˇeljene oznake vrhova, prvo oznacˇimo sve vrhove iz (m−1)-te iteracije sa A. Svi vrhovi
koji nastaju m-tom iteracijom su tezˇisˇta simpleksa iz (m − 1)-te iteracije. S obzirom da su
dosad svi vrhovi bili oznacˇeni samo jednim slovom, preostaje nam josˇ (n−1) neiskorisˇtenih
slova. Primijetimo da je isto toliko klasa tezˇisˇta (prva klasa su tezˇisˇta 1-simpleksa, druga
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tezˇisˇta 2-simpleksa, . . . , (n − 1)-ta klasa su tezˇisˇta (n − 1)-simpleksa) pa sve vrhove iz iste
klase oznacˇimo istim slovom, i svaku klasu razlicˇitim slovom. Na taj nacˇin smo iskoristili
sva slova i oznacˇili sve vrhove.
Sad kad smo oznacˇili triangulaciju, dokaz nastavljamo potpuno analogno slucˇaju n = 3.
Svaka tocˇka u S odgovara nekoj particiji pa uvodimo nove oznake na nacˇin da vlasnika
svakog vrha pitamo: ”Koji komad bi uzeo da je torta razdijeljena na ovaj nacˇin?”. Te
oznake su opet Spernerove i daju nam particije koje su medusobno jako blizu i daju svakoj
osobi drugi komad torte. S obzirom da postupak mozˇemo provesti na proizvoljno finim
triangulacijama, mozˇemo nac´i nizove particija koji konvergiraju prema jednoj particiji u
kojoj svaka osoba uzima drugi komad torte.
Raspodjela stanarine
U ovom potpoglavlju c´emo primijeniti metodu za raspodjelu torte na problem raspodjele
stanarine, ali c´emo je malo modificirati. Problem se sastoji od toga da n osoba zˇeli unajmiti
kuc´u sa n soba za fiksan iznos stanarine koji trebaju pravedno razdijeliti medu sobom, s
tim da osobe mogu imati razlicˇite preferencije sˇto se ticˇe karakteristika sobe i iznosa koji
bi za nju trebalo plac´ati - netko mozˇda zˇeli veliku sobu, netko sobu s pogledom, netko
najjeftiniju, itd.
Definicija 1.3.4. Rec´i c´emo da osoba preferira neku sobu u kuc´i ako joj cijena te sobe
odgovara visˇe (ili jednako) nego cijena bilo koje druge sobe u kuc´i.
Zanima nas postoji li metoda koja c´e pravedno razdijeliti stanarinu, tako da svaki stanar
preferira razlicˇitu sobu, pa c´emo dokazati da vrijedi sljedec´e:
Teorem 1.3.5. Pretpostavimo da n stanara u kuc´i sa n soba zˇeli odlucˇiti tko c´e uzeti koju
sobu i za koji dio ukupne stanarine. Takoder, neka vrijede sljedec´i uvjeti:
1. U danoj particiji stanarine svaki stanar preferira barem jednu sobu
2. Svakom stanaru besplatna soba odgovara visˇe od bilo koje druge sobe.
3. Stanar koji preferira neku sobu za konvergentan niz cijena preferira tu sobu i na
granicˇnoj cijeni
Tada postoji particija stanarine takva da svaki stanar preferira drugu sobu.
Uvjet 1. nam osigurava da je problem dobro postavljen jer ne mozˇemo uopc´e govoriti
o preferencijama ako nekom stanaru nijedna soba ne odgovara, bilo zbog previsoke sta-
narine, losˇeg stanja soba ili nec´eg trec´eg. Uvjet 2. osigurava da nijedna soba u kuc´i nije
apsolutno nepozˇeljna, odnosno nikad nec´emo imati takvu sobu koju nitko ne bi uzeo ni da
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je besplatna. Uvjet 3. govori da su skupovi preferencija zatvoreni u topolosˇkom smislu.
Primijetimo da se skupovi preferencija mogu preklapati - ako u nekoj raspodjeli stanarine
neki stanar preferira dvije ili visˇe soba, tom stanaru mozˇemo dati bilo koju od tih soba.
Odmah uocˇavamo slicˇnosti izmedu problema raspodjele torte i problema raspodjele
stanarine, ali takoder treba napomenuti da postoje razlike - s obzirom da su sobe fiksne
velicˇine, ne mozˇemo ih dijeliti na manje komade pa ne mozˇemo izravno primijeniti metode
za rjesˇenje problema rezanja torte, ali c´emo svejedno pokusˇati rijesˇiti problem stanarine
pristupom koji koristi Spernerovu lemu.
Zapisˇimo problem matematicˇki. Ako imamo n stanara i n soba, oznacˇenih sa 1, . . . , n,
i ako oznacˇimo sa xi cijenu i-te sobe, uz pretpostavku da je iznos ukupne stanarine 1,
problem mozˇemo zapisati na sljedec´i nacˇin: x1 + x2 + . . .+ xn = 1,∀xi ≥ 0. Iz ovoga vidimo
da je skup S svih raspodjela stanarine zapravo (n − 1)-simpleks u Rn, kao i u slucˇaju torte.
Takoder kao u slucˇaju torte, trianguliramo simpleks finom baricentricˇnom subdivizijom
i oznacˇimo triangulaciju na isti nacˇin. Slova kojima su oznacˇeni vrhovi c´emo smatrati vlas-
nicima vrhova. Prisjetimo se da svaki vrh predstavlja jednu particiju stanarine i uvedimo
nove oznake na nacˇin da pitamo vlasnika svakog vrha: ”Kad bi stanarina bila razdijeljena
na ovaj nacˇin, koju sobu bi uzeo?”. Primijetimo da nam uvjet 1. osigurava da c´emo na
ovakvo pitanje uvijek dobiti odgovor i oznacˇimo taj vrh upravo brojem sobe koji smo do-
bili kao odgovor. Ako stanar preferira dvije ili visˇe soba, potpuno je svejedno koju od njih
uzmemo kao oznaku.
Do ovog koraka smo dakle postupali potpuno jednako kao u slucˇaju torte, a sada c´emo
ipak morati modificirati postupak jer oznake koje smo dobili nisu Spernerove. Zbog uvjeta
2., oznake su takve da je duzˇ svake (n − k)-strane k soba besplatno pa stanari preferiraju
jednu od tih k soba. Na slici 1.9 mozˇemo vidjeti kako gore opisane oznake izgledaju u
slucˇaju n = 3.
Vratimo se na trenutak na sliku 1.7 i uocˇimo da postoji izvjesna dualnost u oznakama
vrhova u slucˇaju torte i u slucˇaju stanarine. Vrh A ima koordinate (0, 0, 1), sˇto u slucˇaju
torte znacˇi da uzima trec´i komad jer time dobiva cijelu tortu pa taj vrh dobiva oznaku 3.
Medutim, u slucˇaju stanarine taj vrh bismo oznacˇili sa 1 ili 2 jer su to besplatne sobe.
Slicˇno, vrh B u slucˇaju torte dobiva oznaku 2, a u slucˇaju stanarine 1 ili 3, C u prvom
slucˇaju 3, u drugom 1 ili 2. Takoder, duzˇ stranice AB koordinate su oblika (0, x, y), pri
cˇemu je x > 0 i y > 0. U slucˇaju torte to daje oznake 2 ili 3 zbog pretpostavke gladi, a u
slucˇaju stanarine 1 jer je prva soba besplatna. Analogno za preostale 2 stranice.
Dakle, iako u ovom slucˇaju oznake vrhova triangulacije nisu Spernerove, veza ipak
postoji. Kad bismo nekako mogli zamijeniti oznake stranica i vrhova, dobili bismo Sper-
nerove oznake i mogli bismo nastaviti kao u slucˇaju torte, uzimajuc´i sve finije triangulacije
sve dok ne nademo niz potpuno oznacˇenih elementarnih simpleksa koji konvergiraju u
tocˇku koja nam onda zbog uvjeta 3. daje particiju stanarine u kojoj je svaki stanar zadovo-
ljan razlicˇitom sobom.
1.3. PRIMJENA SPERNEROVE LEME NA PROBLEM PRAVEDNE RASPODJELE13
Slika 1.9: Oznake koje dobijemo ispitujuc´i vlasnike o sobama
Sve to nas dovodi do pojma dualnog simpleksa.
Definicija 1.3.6. Dualan simpleks S ∗ se dobije iz simpleksa S na nacˇin da im se zamijene
dimenzije k-dimenzionalnih i (n − 1 − k)-dimenzionalnih strana.
Konkretno, na primjeru trokuta, vrhovi od S postaju stranice u S ∗, a stranice od S
postaju vrhovi u S ∗. Primijetimo da se i S ∗ mozˇe triangulizirati, sˇtovisˇe, ako S i S ∗ trian-
guliziramo baricentricˇnom subdivizijom, dobijemo 1-1 korespondenciju tezˇisˇta stranica u
S s vrhovima u S ∗ i obratno, vrhova od S s tezˇisˇtima stranica u S ∗.
Time su nam oznake vrhova unutarnjih simpleksa ostale iste, sˇto se mozˇe vidjeti na
slici 1.10, pa postoji i 1-1 korespondencija izmedu elementarnih simpleksa u S i S ∗. Ono
sˇto smo time dobili je da sad S ∗ ima Spernerove oznake pa mozˇemo primijeniti Sperne-
rovu lemu koja nam garantira egzistenciju barem jednog potpuno oznacˇenog elementarnog
simpleksa u S ∗, a to onda znacˇi da takav simpleks postoji i u S , sˇto nam omoguc´ava da pret-
hodno opisanim postupkom dodemo do tocˇke koja predstavlja particiju stanarine u kojoj
svaki stanar preferira razlicˇitu sobu.
14 POGLAVLJE 1. SPERNEROVA LEMA
Slika 1.10: Dualizacija. Oznacˇeni su vrhovi, tezˇisˇta i jedan bazni simpleks kako bi se laksˇe
uocˇila transformacija.
Poglavlje 2
Brouwerov teorem o fiksnoj tocˇki
U ovom c´emo poglavlju iskazati Brouwerov teorem o fiksnoj tocˇki i dokazati ga za n = 2,
i to koristec´i Spernerovu lemu za 2-simplekse. Usput c´emo dokazati i malo jacˇi rezultat od
Spernerove leme.
Pocˇnimo s definicijom fiksne tocˇke. Fiksna tocˇka funkcije f sa skupa X u samoga sebe
je tocˇka x0 koja zadovoljava f (x0) = x0. Ako oznacˇimo Dn = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1}, mozˇemo
izrec´i Brouwerov teorem o fiksnoj tocˇki na sljedec´i nacˇin:
Teorem 2.0.7. Svaka neprekidna funkcija f : Dn → Dn ima fiksnu tocˇku.
Za pocˇetak pogledajmo kako dokaz izgleda za n = 1 pa c´emo kasnije dati i dokaz za
n = 2.
Dokaz. Uocˇimo da je skup D1 zapravo segment [−1, 1], dakle promatramo f : [−1, 1] →
[−1, 1]. Ako definiramo g(x) = x − f (x), koja je neprekidna jer je f neprekidna, tada ocˇito
vrijedi g(1) ≥ 0 i g(−1) ≤ 0 pa po Teoremu srednje vrijednosti postoji tocˇka x0 takva da je
g(x0) = 0, a to upravo povlacˇi f (x0) = x0. 
Definirajmo sada pojam domena fiksne tocˇke.
Definicija 2.0.8. Domena fiksne tocˇke je skup G ⊂ Rn takav da svaka neprekidna funkcija
sa G u samoga sebe ima fiksnu tocˇku.
Uz takvu definiciju dobivamo da Brouwerov teorem o fiksnoj tocˇki zapravo govori da
je svaki Dn domena fiksne tocˇke.
S druge strane, primijetimo da npr. skupovi Dn\{x}, za bilo koji x ∈ Dn, [0, 1]∪[2, 3] ili
R nisu domene fiksne tocˇke. Ono sˇto skupove Dn razlikuje od gornjih skupova je svojstvo
kompaktnosti, koje je jako bitno za Brouwerov teorem o fiksnoj tocˇki.
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Na primjer, uzmimo skup D1 \ {0}, dakle [−1, 1] \ {0} i pogledajmo funkciju f (x) = −x
definiranu na tom skupu. Za x ∈ [−1, 0〉 je f (x) ∈ 〈0, 1], i obratno, sˇto znacˇi da f nema
nijednu fiksnu tocˇku, a neprekidna je pa [−1, 1] \ {0} ne mozˇe biti domena fiksne tocˇke.
Za skup [0, 1] ∪ [2, 3] uzmimo sljedec´u funkciju:
f (x) = x + 2, x ∈ [0, 1]
= x − 2, x ∈ [2, 3].
Za x ∈ [0, 1] je f (x) ∈ [2, 3], i obratno, sˇto znacˇi da f nema nijednu fiksnu tocˇku, a
neprekidna je pa [0, 1] ∪ [2, 3] ne mozˇe biti domena fiksne tocˇke.
Skup R ne mozˇe biti domena fiksne tocˇke jer npr. za funkciju f (x) = x + 1, koja je
neprekidna, vrijedi f (x) > x,∀x, pa ta funkcija nema nijednu fiksnu tocˇku.
Mozˇe se dokazati da vrijedi sljedec´i teorem:
Teorem 2.0.9. Ako je G domena fiksne tocˇke, a f : G → H neprekidna bijekcija s nepre-
kidnim inverzom, tada je i H domena fiksne tocˇke.
Dokaz. Ako je g : H → H neprekidna, onda je i f −1 ◦ g ◦ f neprekidna kao kompozicija
neprekidnih funkcija. To je neprekidna funkcija sa G u G, pa po definiciji domene fiksne
tocˇke slijedi da ima fiksnu tocˇku x0. Sada vrijedi ( f −1 ◦ g ◦ f )(x0) = x0, dakle i g( f (x0)) =
f (x0), sˇto znacˇi da je f (x0) fiksna tocˇka od g. 
To sad znacˇi da je biti domena fiksne tocˇke topolosˇko svojstvo. Specijalno, Brouwerov
teorem o fiksnoj tocˇki za n = 2 je sada ekvivalentan tome da svaka neprekidna funkcija
s trokuta u taj isti trokut ima fiksnu tocˇku jer postoji neprekidna bijekcija s neprekidnim
inverzom koja ide iz kruga u trokut.
Za nastavak c´e nam trebati Spernerova lema, odnosno malo jacˇa verzija Spernerove
leme.
Teorem 2.0.10. Bez smanjenja opc´enitosti, mozˇemo pretpostaviti da je glavni trokut T u
Spernerovoj triangulaciji oznacˇen sa 1−2−3 u smjeru kazaljke na satu. Ako sa A oznacˇimo
broj elementarnih (1, 2, 3)-trokuta koji su takoder orijentirani u smjeru kazaljke na satu, a
sa B broj takvih trokuta koji su orijentirani u smjeru suprotnom od kazaljke na satu, tada
vrijedi A − B = 1.
Primijetimo da je A + B ukupan broj elementarnih (1, 2, 3)-trokuta u T , te da je on
neparan ako gornji teorem vrijedi, dakle i vec´i od nule, pa je doista gornji teorem malo
jacˇa verzija Spernerove leme.
Dokaz. Oznacˇimo svaki brid u triangulaciji na sljedec´i nacˇin: ako su dva krajnja vrha
nekog brida oznacˇena sa i i j (u smjeru kazaljke na satu), oznacˇimo taj brid sa 0 ako vrijedi
i = j mod 3, sa 1 ako vrijedi j = i + 1 mod 3, i sa −1 ako vrijedi j = i − 1 mod 3, kao na
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Slika 2.1: Trokut s oznakama bridova Slika 2.2: Mnogokut sastavljen od trokuta
slici 2.1. Ako je neki brid dio 2 razlicˇita elementarna trokuta, dobit c´e 2 oznake, po jednu
za svaki od njih.
Sada primijetimo sljedec´e 3 stvari:
1. Oznake bridova elementarnog trokuta u sumi daju 3 ako je trokut oznacˇen (1, 2, 3) u
smjeru kazaljke na satu, -3 ako je (1, 2, 3) u smjeru suprotnom od kazaljke na satu, i
0 inacˇe.
2. Ako je neki brid dio 2 razlicˇita elementarna trokuta, tada c´e njegove oznake s jedne
i druge strane biti suprotni brojevi.
3. Suma oznaka bridova mnogokuta koji je sastavljen od elementarnih trokuta je jed-
naka sumi svih suma oznaka elementarnih trokuta, kao na slici 2.2.
Suma bridova glavnog trokuta je 3 jer svaka stranica doprinosi sa 1. S obzirom da je ta
suma jednaka sumi svih suma oznaka bridova elementarnih trokuta, dobivamo 3A − 3B =
3. 
Prije dokaza Brouwerovog teorema za n = 2 uvedimo josˇ pojam tezˇisˇnih koordinata.
Tezˇisˇne koordinate prikazuju tocˇku trokuta kao tezˇinsku sredinu vrhova trokuta, dakle to
su uredene trojke cˇija je suma 1.
Definicija 2.0.11. Svaka tocˇka x = (x1, x2) trokuta T cˇiji su vrhovi tocˇke a = (a1, a2),
b = (b1, b2) i c = (c1, c2) se mozˇe prikazati u obliku x = λ1 ∗ a + λ2 ∗ b + λ3 ∗ c, pri cˇemu je
λi ≥ 0 i ∑ λi = 1. Zbrajanje se vrsˇi po komponentama. Uredenu trojku (λ1, λ2, λ3) zovemo
tezˇisˇne koordinate tocˇke x. Tezˇisˇne koordinate vrhova trokuta su uvijek (1, 0, 0), (0, 1, 0),
(0, 0, 1).
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Na primjer, ako uzmemo trokut cˇije su koordinate vrhova (0, 0), (0, 1), (1, 0) i ako
stavimo da su tezˇisˇne koordinate tih vrhova redom (1, 0, 0), (0, 1, 0) i (0, 0, 1), to onda
znacˇi da su tezˇisˇne koordinate tocˇke (14 ,
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(0, 0) + 14 ∗ (0, 1) + 14 ∗ (1, 0). Tezˇisˇne koordinate tocˇke uvijek postoje jer na trokut mozˇemo
gledati kao na konveksnu ljusku svojih vrhova.
Sada c´emo iskazati i dokazati Brouwerov teorem o fiksnoj tocˇki za n = 2.
Teorem 2.0.12. Svaka neprekidna funkcija s trokuta u taj isti trokut ima fiksnu tocˇku.
Dokaz. Neka je f neprekidna funkcija s trokuta T u samog sebe. Pisat c´emo (a, b, c) 7→
(a′, b′, c′) umjesto f (a, b, c) = (a′, b′, c′) u tezˇinskim koordinatama. Oznacˇimo svaku tocˇku
u trokutu na sljedec´i nacˇin. Neka vrijedi (a, b, c) 7→ (a′, b′, c′).
• Ako je a′ < a, oznacˇimo tocˇku (a, b, c) sa 1.
• Ako je a′ ≥ a i b′ < b, oznacˇimo tocˇku (a, b, c) sa 2.
• Ako je a′ ≥ a, b′ ≥ b i c′ < c oznacˇimo tocˇku (a, b, c) sa 3.
Ako ne mozˇemo oznacˇiti tocˇku (a, b, c) po gornjim pravilima, znacˇi da vrijedi a′ ≥ a,
b′ ≥ b i c′ ≥ c, dakle i a′ = a, b′ = b, c′ = c pa je tocˇka (a, b, c) fiksna tocˇka. Do kraja
dokaza pretpostavljamo da svaku tocˇku mozˇemo oznacˇiti; ako je ne mozˇemo, znacˇi da je
ona fiksna i da smo gotovi.
Intuitivno, ovim postupkom zapravo trazˇimo vrh trokuta kojem se tocˇka ne priblizˇava.
Na kraju dobijemo niz malih (1, 2, 3)-trokuta koji konvergiraju u jednu tocˇku. Kad ta tocˇka
ne bi bila fiksna, neprekidnost od f bi povlacˇila da su oznake vrhova jednake kako se
trokuti priblizˇavaju tocˇki. To c´emo sada i formalizirati.
Za pocˇetak moramo provjeriti da su ove oznake Spernerove. U vrhovima trokuta dobi-
jemo sljedec´e:
• Ako vrijedi (1, 0, 0) 7→ (a, b, c), onda je a ≤ 1 osim ako je ovo fiksna tocˇka, dakle
ovaj vrh dobiva oznaku 1.
• Ako vrijedi (0, 1, 0) 7→ (a, b, c), onda je a ≥ 0 i b < 1 osim ako je ovo fiksna tocˇka,
dakle ovaj vrh dobiva oznaku 2.
• Ako vrijedi (0, 0, 1) 7→ (a, b, c), onda je a ≥ 0, b ≥ 0 i c ≤ 1 osim ako je ovo fiksna
tocˇka, dakle ovaj vrh dobiva oznaku 3.
Pogledajmo tocˇku (a, b, 0) na stranici koja spaja vrhove (1, 0, 0) i (0, 1, 0). Uocˇavamo
sljedec´e: ako je (a, b, 0) 7→ (c, d, e), tada je c < a ili b < d pa je oznaka te tocˇke 1 ili 2. U
suprotnom, imamo c ≥ a, b ≥ d pa i c = a, d = b, e = 0 pa je ta tocˇka fiksna tocˇka.
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Na slicˇan nacˇin dobijemo da su tocˇke na stranici koja spaja vrhove (0, 1, 0) i (0, 0, 1)
oznacˇene sa 2 ili 3 i tocˇke na stranici koja spaja vrhove (0, 0, 1) i (1, 0, 0) sa 3 ili 1. Dakle,
triangulacija oznacˇena na ovaj nacˇin je doista Spernerova triangulacija.
Sada uzimamo niz takvih triangulacija cˇiji promjer ide u 0, pri cˇemu promjer triangula-
cije definiramo kao najvec´u udaljenost izmedu dva susjedna vrha u triangulaciji. Svaka od
tih triangulacija sadrzˇi bar jedan elementarni (1, 2, 3)-trokut. Pretpostavimo da su tezˇisˇne




s oznakama redom 1, 2 i 3. Ovdje n oznacˇava da je trokut iz n-te triangulacije u nizu.
Koristimo Bolzano-Weierstrassov teorem kako bismo nasˇli konvergentan podniz
(xnk ,i, ynk ,i, znk ,i)→ (x, y, z)
za 1 ≤ i ≤ 3. Ovo mozˇemo napraviti za sva tri niza istovremeno jer su to vrhovi trokuta
cˇiji promjer tezˇi u 0.
Ako bismo htjeli izbjezˇi korisˇtenje Bolzano-Weierstrassovog teorema, mogli smo kori-
siti pod-triangulacije i nac´i ugnjezˇdene (1, 2, 3)-trokute. Ako sada vrijedi
(xnk ,i, ynk ,i, znk ,i) 7→ (x′nk ,i, y′nk ,i, z′nk ,i)
i
(x, y, z) 7→ (x′, y′, z′)
zbog Spernerovih oznaka imamo x′nk ,1 ≤ xnk ,1, pa zbog neprekidnosti i x′ ≤ x. Slicˇno
dobijemo y′ ≤ y i z′ ≤ z pa je (x, y, z) fiksna tocˇka. 

Poglavlje 3
Igra Hex i Brouwerov teorem
Svrha ovog poglavlja je pokazati da je Brouwerov teorem o fiksnoj tocˇki, koji smo dokazali
u prosˇlom poglavlju, posljedica cˇinjenice da igra Hex ne mozˇe zavrsˇiti remijem, odnosno
da igra Hex uvijek ima pobjednika. Taj rezultat je jako vazˇan jer se 2-dimenzionalna igra
Hex za 2 igracˇa mozˇe poopc´iti na n-dimenzionalnu igru za n igracˇa, a pomoc´u dokaza da
takva igra uvijek ima pobjednika se mozˇe konstruirati algoritam za aproksimiranje fiksnih
tocˇaka neprekidnih preslikavanja. Prvi korak c´e biti opis igre Hex i njenih pravila, a kasnije
c´emo istrazˇiti njezinu vezu s Brouwerovim teoremom o fiksnoj tocˇki.
3.1 Igra Hex
Igru je izmislio danski inzˇenjer i pjesnik Piet Hein 1942. godine, a ponovno otkrio John
Nash 1948. na Princetonu. U nekim zemljama, poput Francuske, Njemacˇke i Izraela, je i
danas popularna.
Mozˇe se igrati na plocˇama razlicˇite velicˇine, npr. 11 × 11, kao na Slici 3.1. Pravila su
jednostavna. Kao u igri Krizˇic´-kruzˇic´, igracˇi igraju naizmjence jedan za drugim, i to tako
da oznacˇavaju dotad neoznacˇene sˇesterokute (plocˇice) sa x ili o. Igracˇ x (ili o) je pobijedio
ako je uspio oznacˇiti povezan niz sˇesterokuta (plocˇica) koji spaja regije X i X′ (O i O′).
Rec´i c´emo da je skup plocˇica S povezan ako bilo koja dva cˇlana h i h′ od S mogu biti
povezana putem P = (h = h1, h2, . . . , hm = h′), gdje su hi i hi+1 susjedni, i hi ∈ S ,∀i.
Na slici 3.1 josˇ uvijek nijedan igracˇ nije pobijedio i na redu je igracˇ o, ali igracˇ x ima
sigurnu pobjedu u 3 poteza ako oznacˇi po jednu iz svakog od 3 osjencˇana skupa plocˇica. U
tom slucˇaju, potencijalno pobjednicˇki put s jedne na drugu stranu oznacˇen je podcrtanim
x-evima.
Ono sˇto razlikuje igru Hex od igre Krizˇic´-kruzˇic´ je cˇinjenica da igra Hex ne mozˇe
zavrsˇiti remijem, sˇto je cˇest slucˇaj u igri Krizˇic´-Kruzˇic´. Razlog tome je cˇinjenica da u igri
Hex jedan igracˇ mozˇe blokirati drugog samo ako uspije kompletirati svoj put s jedne na
21
22 POGLAVLJE 3. IGRA HEX I BROUWEROV TEOREM
Slika 3.1: Plocˇa za igru Hex velicˇine 11 × 11
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drugu stranu, odnosno drugim rijecˇima ako uspije pobijediti. Da budemo malo precizniji,
izrecimo sljedec´i teorem, koji c´emo zvati Hex teorem:
Teorem 3.1.1. Ako je svaka plocˇica na Hex plocˇi oznacˇena ili sa x ili sa o, tada postoji put
x koji spaja regije X i X′ ili put o koji spaja regije O i O′.
Ovaj teorem je intuitivno prilicˇno jasan. Zamislimo da su X-regije nasuprotne obale
rijeke O (kao sˇto slika 3.1 sugerira) i da igracˇ x pokusˇava sagraditi branu postavljajuc´i
kamenje. Ocˇito je da c´e uspjeti u svom naumu samo ako je postavio kamenje na nacˇin da
mozˇe proc´i preko njih na drugu obalu rijeke. Iako je ocˇit, ovaj teorem ipak ima i odredenu
matematicˇku dubinu jer omoguc´uje relativno kratak dokaz Brouwerovog teorema.
Tvrdnja Hex teorema se mozˇe i ojacˇati na nacˇin da kazˇemo da igra mozˇe imati samo
jednog pobjednika. Ta tvrdnja je intuitivno jasna, mozˇda i jasnija od one koju smo iznijeli
maloprije. Na primjeru rijeke i brane, ako igracˇ x uspije postaviti branu, on je uz cˇinjenicu
da je ostvario svoj naum, odnosno pobijedio, takoder i onemoguc´io igracˇa o da pobijedi jer
rijeka ne mozˇe protec´i kroz branu kako bi spojila regije O i O′. Taj bi se rezultat mogao
povezati s Teoremom o Jordanovoj krivulji (jednostavnoj zatvorenoj krivulji). Iznijeli smo
ga da naglasimo kako nam za Brouwerov teorem ta jacˇa tvrdnja nije potrebna, dovoljno
nam je samo da igra uvijek ima (barem jednog) pobjednika.
Dokazˇimo sada tvrdnju Hex teorema.
Dokaz. Neka je Hex plocˇa prekrivena x-evima i o-ovima kao na slici 3.2. U ovom dokazu
c´emo X-stranom smatrati plocˇicu oznacˇenu sa x ili jednu od X-regija i analogno za O-
stranu.
Promotrimo graf bridova Γ na Hex plocˇi kojem su dodani bridovi koji zavrsˇavaju vr-
hovima u, u′, v, v′ i koji razdvajaju 4 granicˇne regije, kao na slici 3.2. Konstruirat c´emo
algoritam za pronalazˇenje pobjednicˇkog skupa plocˇica na potpuno oznacˇenoj plocˇi. Proc´i
c´emo grafom Γ, i to krenuvsˇi iz vrha u i pratec´i jednostavno pravilo obilaska - uvijek
idemo bridom koji je zajednicˇki O-strani i X-strani. Brid od kojeg pocˇinjemo, dakle onaj
koji sadrzˇi u, zadovoljava to pravilo jer razdvaja regije X i O. Kljucˇno je primijetiti da
ovo pravilo jedinstveno odreduje put Γ; zamislimo da smo prosˇli nekim bridom e i dosˇli u
vrh w. U vrhu w se sastaju 3 strane od cˇega 2 sadrzˇe brid e pa je jedna X-strana, a druga
O-strana. Trec´a strana mozˇe biti bilo koja, ali u svakom slucˇaju postoji tocˇno jedan brid e′
koji zadovoljava nasˇe pravilo obilaska (mozˇe se provjeriti na slici 3.2).
Mogli bismo umjesto ovog pravila uvesti pravilo da uvijek idemo bridom kojem je
X-strana ”zdesna” i O-strana ”slijeva” ili obratno, ali to bi nam uvelike otezˇalo posao jer
bismo morali paziti na orijentaciju, a to nam nije potrebno za dokaz. Ako nasˇe pravilo
obilaska garantira da se nikad nec´emo vratiti u vrh koji smo vec´ prosˇli, bit c´emo gotovi
s dokazom. Naime, to bi onda znacˇilo da obilazak jednom mora stati, s obzirom da graf
ima samo konacˇan broj vrhova, a jedine moguc´e zavrsˇne tocˇke su vrhovi u′, v i v′. Sada
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Slika 3.2: Hex plocˇa s oznacˇenim grafom bridova
primijetimo da se u svakom od tih vrhova sastaju strane od kojih je bar jedna X′ ili O′ (ili
obje u slucˇaju u′). Ako je zavrsˇni vrh susjedan strani X′, tada igracˇ x ima pobjednicˇki skup
jer je skup X-strana koji su susjedne nasˇem obilasku povezan i spaja regije X i X′. 
Kljucˇni dio dokaza bila je cˇinjenica da obilazak grafa kroz svaki vrh prode najvisˇe
jednom. To je posljedica sljedec´eg teorema iz teorije grafova:
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Teorem 3.1.2. Konacˇan graf cˇiji vrhovi su najvisˇe stupnja 2 je unija disjunktnih podgra-




Mozˇe se dokazati indukcijom po broju vrhova. Veza sa Hex teoremom je sljedec´a.
Ako uzmemo samo podskup Γ′ od Γ koji se sastoji od bridova koji razdvajaju X-stranu i
O-stranu, tada je ocˇito zadovoljena pretpostavka teorema pa dobivamo da komponenta od
Γ koja krec´e iz u mora zavrsˇiti u jednom od vrhova u′, v, v′.
Na 3.2 je oznacˇen graf Γ′ na potpuno oznacˇenoj plocˇi. Sastoji se od 6 jednostavnih
ciklusa, 30 izoliranih vrhova i 2 jednostavna puta, u ovom slucˇaju od u do v′ i od u′ do v.
3.2 Veza s Brouwerovim teoremom
Kad je John Nash ponovno otkrio igru 1948. godine, zamislio je da se ona igra na malo
drugacˇijoj, ali ekvivalentnoj Hex plocˇi. Njegova plocˇa sastojala se od kvadrata koji su bili
susjedni ako su bili jedan kraj drugog horizontalno ili vertikalno ili duzˇ pozitivne dijago-
nale. Jasno je da je takav model plocˇe ekvivalentan onom sa sˇesterokutima koji smo dosad
koristili, jedina razlika je sˇto plocˇa sa sˇesterokutima ljepsˇe izgleda. Ovakvu reprezentaciju
Hex plocˇe mozˇemo matematicˇki zapisati tako da se lako generalizira na n dimenzija. Neka
je Zn resˇetka u Rn.
Definicija 3.2.1. Za x ∈ Rn definiramo |x| = maxi|xi|, sˇto je norma na Rn.
Definicija 3.2.2. Za x , y ∈ Rn, rec´i c´emo da je x ≤ y ako xi ≤ yi,∀i, a tocˇke x i y c´e biti
usporedive ako vrijedi x ≤ y ili y ≤ x.
Definicija 3.2.3. Dvodimenzionalna Hex plocˇa Bk velicˇine k je graf cˇiji su vrhovi svi z ∈ Z2
za koje vrijedi (1, 1) ≤ z ≤ (k, k). Vrhovi z i z′ su susjedni (razapinju brid) u Bk ako vrijedi
|z − z′| = 1, gdje su z i z′ usporedivi.
Na slici 3.3 mozˇemo vidjeti graficˇku reprezentaciju Hex plocˇe velicˇine 5. Rubni bridovi
oznacˇeni su kao na kompasu slovima N, S, E i W koja predstavljaju redom sjever, jug, istok
i zapad. Ako oznacˇimo vrhove sa z = (z1, z2), tada za vrhove na sjeveru vrijedi z2 = k, na
jugu z2 = 0, na istoku z1 = k, a na zapadu z1 = 0. Horizontalni (vertikalni) igracˇ pokusˇava
napraviti put koji spaja E i W (N i S). S ovakvim oznakama mozˇemo ponovo izrec´i Hex
teorem na sljedec´i nacˇin:
26 POGLAVLJE 3. IGRA HEX I BROUWEROV TEOREM
Slika 3.3: Hex plocˇa velicˇine 5
Teorem 3.2.4. Neka je Bk prekriven dvama skupovima, H i V. Tada ili H sadrzˇi skup
vrhova koji spajaju E i W ili V sadrzˇi skup vrhova koji spajaju N i S.
Kasnije c´emo dati kombinatorni dokaz ovog teorema u n dimenzija, a sada c´emo poka-
zati da je ovaj teorem ekvivalentan sljedec´oj verziji Brouwerovog teorema o fiksnoj tocˇki:
Teorem 3.2.5. Neka je f neprekidno preslikavanje s jedinicˇnog kvadrata I2 u samog sebe.
Tada postoji x ∈ I2 takav da vrijedi f (x) = x.
Dokaz. Prvo dokazujemo da Hex povlacˇi Brouwera. Neka je f : I2 → I2 zadana sa
f (x) = ( f1(x), f2(x)). I2 je kompaktan pa je dovoljno pokazati da za svaki  > 0 postoji
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x ∈ I2 takav da vrijedi | f (x) − x| < . Zbog uniformne neprekidnosti od f znamo da za
svaki  > 0 postoji δ > 0 takav da vrijedi δ <  i ako je |x− x′| < δ, tada je | f (x)− f (x′)| < .
Zamislimo sada Hex plocˇu Bk na kojoj je 1/k < δ. Definiramo podskupove H+,H−,V+,V−
od Bk na sljedec´i nacˇin:
H+ = {z| f1(z/k) − z1/k > }
H− = {z|z1/k − f1(z/k) > }
V+ = {z| f2(z/k) − z2/k > }
V− = {z|z2/k − f2(z/k) > }.
Intuitivno, vrh z spada u H+,H−,V+,V− ako f pomakne z/k barem  jedinica desno,
lijevo, gore ili dolje.
Teorem c´e biti dokazan ako pokazˇemo da ta cˇetiri skupa ne pokrivaju Bk. Naime, ako
z ne lezˇi ni u jednom od tih skupova, tada vrijedi | f (z/k) − z/k| < , a zbog cˇinjenice da to
vrijedi za svaki  i kompaktnosti kvadrata tada slijedi da je z/k fiksna tocˇka od f . Kljucˇno
je primijetiti da se (disjunktni) skupovi H+ i H− ne dodiruju (podskupovi A i B nekog grafa
se dodiruju ako postoje a ∈ A i b ∈ B takvi da su a i b susjedni vrhovi). To znacˇi, ako je
z ∈ H+ i z′ ∈ H−, tada vrijedi
f1(z/k) − z1/k > 
i
z′1/k − f1(z′/k) > .
Zbrajanjem dobijemo
f1(z/k) − f1(z′/k) + z′1/k − z1/k > 2,
a k i δ smo odabrali na nacˇin da vrijedi z′1/k − z1/k < δ < , pa dobivamo
z′1/k − z1/k > −.
Zbrojimo li posljednje dvije nejednakosti, dobijemo
f1(z/k) − f1(z′/k) > ,
dakle z i z′ nisu susjedni, jer bi u suprotnom vrijedilo |z/k − z′/k| = 1/k < δ, a to je u
kontradikciji s izborom δ.
Analogno se pokazˇe i da se V+ i V− ne dodiruju. Sada oznacˇimo H = H+ ∪ H− i
V = V+ ∪ V−, te pretpostavimo da je Q povezan skup u H. Kako se H+ i H− ne dodiruju,
Q mora lezˇati sav u H+ ili u H−. Primijetimo da H+ ne dodiruje E jer f preslikava iz
I2 u I2 pa se nijedna tocˇka na desnoj granici ne mozˇe preslikati udesno. Na slicˇan nacˇin
mozˇemo zakljucˇiti da H− ne dodiruje W pa Q ne mozˇe spajati E i W. Analogno, V ne mozˇe
sadrzˇavati skup koji bi spajao N i S. Sada po Hex teoremu dobivamo da skupovi H i V ne
pokrivaju Bk, cˇime je dokaz gotov. 
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Sada c´emo dokazati obratni smjer, odnosno da Brouwer povlacˇi Hex.
Dokaz. Koristimo cˇinjenicu da Hex plocˇa Bk daje triangulaciju kvadrata I2k velicˇine k× k u
R2. Ocˇito je da se svaka tocˇka u I2 mozˇe jedinstveno prikazati kao konveksna kombinacija
nekog skupa od najvisˇe 3 vrha triangulacije koji su medusobno (u parovima) susjedni. Ti
skupovi vrhova su bridovi i trokuti na slici 3.3.
Koristit c´emo takoder cˇinjenicu da se svako preslikavanje f : Bk → R2 mozˇe prosˇiriti
na neprekidno po dijelovima linearno preslikavanje fˆ na I2k . Naime, ako je x = λ1z
1 +
λ2z2 + λ3z3, gdje su λi nenegativni brojevi koji u sumi daju 1, tada je po definiciji fˆ (x) =
λ1 f (z1) + λ2 f (z2) + λ3 f (z3).
U nastavku c´emo H-putem zvati bilo koji niz susjednih vrhova u H. Analogno c´e V-put
biti niz susjednih vrhova u V .
Pretpostavimo sada da je Bk particioniran na 2 skupa, H i V , i definirajmo 4 nova skupa
na sljedec´i nacˇin: neka je Wˆ skup svih vrhova koji su spojeni sa W nekih H-putem, a
Eˆ = H − Wˆ. Analogno, neka je Sˆ skup svih vrhova koji su spojeni sa S nekim V-putem
i Nˆ = V − Sˆ . Iz definicije je jasno da se Wˆ i Eˆ (Nˆ i Sˆ ) ne dodiruju. Pretpostavimo da ne
postoji nijedan H-put od E do W i nijedan V-put od N do S, ako dobijemo kontradikciju
dokaz c´e biti gotov. Neka su e1 i e2 jedinicˇni vektori u R2. Definiramo f sa Bk u samog
sebe na sljedec´i nacˇin:
f (z) = z + e1, z ∈ Wˆ
= z − e1, z ∈ Eˆ
= z + e2, z ∈ Sˆ
= z − e2, z ∈ Nˆ.
Za svaku od gornje cˇetiri moguc´nosti treba provjeriti da f zaista ide u I2k . Na primjer,
z + e1 nije u Bk samo ako je z ∈ E; ali po pretpostavci da ne postoji H-put od W do E slijedi
da Wˆ ne dodiruje E pa je z + e1 ∈ I2k ,∀z ∈ Wˆ. Za preostala tri slucˇaja se dobije analogno.
Sada prosˇirujemo f po dijelovima linearno na cijeli I2k i dobivamo kontradikciju na
nacˇin da pokazˇemo da f nema fiksnu tocˇku. To je posljedica sljedec´e cˇinjenice:
Teorem 3.2.6. Neka su z1, z2 i z3 vrhovi nekog trokuta u R2 i neka je ρˆ po dijelovima
linearno prosˇirenje preslikavanja ρ definiranog s ρ(zi) = zi + vi, gdje su v1, v2 i v3 zadani
vektori. Tada ρ ima fiksnu tocˇku ako i samo ako 0 lezˇi u konveksnoj ljusci od v1, v2 i v3.
Dokaz. Neka je x = λ1z1 + λ2z2 + λ3z3. Tada je ρˆ(x) = λ1(z1 + v1) + λ2(z2 + v2) + λ3(z3 + v3)
i x je fiksna tocˇka ako i samo ako je λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0. 
Primijenimo sada taj teorem na nasˇe preslikavanje f . Ponovno je kljucˇna cˇinjenica
da se Wˆ i Eˆ (Nˆ i Sˆ ) ne dodiruju. Ako uzmemo bilo koji trokut cˇiji su vrhovi susjedni u
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triangulaciji, nikad se ne dogada da se jedan od tih vrhova translatira za ei, a drugi za −ei.
To znacˇi da se ta 3 vrha translatiraju za vektore koji lezˇe u istom kvadratnu od R2 pa nemaju
0 u svojoj konveksnoj ljusci. Po gornjem teoremo dobivamo da f nema fiksnu tocˇku, sˇto
je u kontradikciji s Brouwerovim teoremom. 
3.3 n-dimenzionalni Hex teorem
U ovom dijelu c´emo iskazati i dokazati n-dimenzionalni Hex teorem. Definicija Hex plocˇe
dimenzije n je direktno prosˇirenje one koju smo koristili u slucˇaju n = 2:
Hnk , n-dimenzionalna Hex plocˇa velicˇine k, sadrzˇi sve vektore (vrhove) z = (z1, . . . , zn) ∈
Zn za koje vrijedi 1 ≤ zi ≤ k, i = 1, . . . , n. Vrhovi z i z′ su susjedni ako vrijedi |z − z′| = 1 i
z i z′ su usporedivi (dakle, vrijedi zi ≥ z′i ili zi ≤ z′i).
Kako bismo malo olaksˇali notaciju, umjesto Hnk pisat c´emo jednostavno H. Za svaki i
sada definiramo
H−i = {z|z ∈ H, zi = 1}
H+i = {z|z ∈ H, zi = k}.
Preslikavanje L sa H u N = {1, 2, . . . , n} c´emo zvati oznakom od H. Sada mozˇemo
ponovno izrec´i Hex teorem:
Teorem 3.3.1. Za svaku oznaku L postoji barem jedan i ∈ N takav da L−1(i) sadrzˇi povezan
skup koji spaja H−i i H
+
i . (Takav skup c´emo zvati pobjednicˇki i-skup.)
Dokaz da su n-dimenzionalni Brouwerov i Hex teorem ekvivalentni je samo poopc´enje
dokaza za n = 2. Sa stajalisˇta teorije igara igra Hex za n igracˇa vjerojatno nije previsˇe
zanimljiva. Naime, osim problema oko dizajna Hex plocˇe za n igracˇa tu dolaze u obzir i
savezi pa je tesˇko slozˇiti zadovoljavajuc´u teoriju koja bi ukljucˇivala i njih. Kad je ukljucˇeno
visˇe igracˇa, mogu se igrati i razlicˇite verzije igre Hex, npr. da onaj koji prvi spoji svoje
nasuprotne strane nije pobjednik nego gubitnik, ili da igracˇ i pobjeduje ako igracˇ i + 1 spoji
svoje nasuprotne strane. Vratimo se sada na dokaz teorema.
Dokaz. Kako bismo dokazali teorem, na pocˇetku definiramo prosˇirenu Hex plocˇu Hˆ tako
da sadrzˇi sve z ∈ Zn za koje je 0 ≤ zi ≤ k + 1. Nadalje, definiramo
F+i = {z|z ∈ Hˆ, zi = k + 1}
F−i = {z|z ∈ Hˆ, zi = 0}.
Skupove F+i i F
−
i c´emo zvati stranama od Hˆ. U nastavku uvodimo josˇ neke pojmove.
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Neka je ei i-ti jedinicˇni vektor u Rn i e neka je n-vektor, cˇije su sve koordinate 1.
Definiramo n-simpleks kao (n + 1)-torku vrhova σ = (z0, . . . , zn), gdje su zi ∈ Zn i
zi+1 − zi = er, za neki r ∈ N, (3.1)
te
zi+1 − zi , z j+1 − z j, za i , j. (3.2)
Primijetimo da je za σ ⊂ Hˆ svaki par zi i z j susjedan. Definiramo i-stranu od σ kao
n-torku τi = (z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn). Znacˇajan c´e nam biti i simpleks σ0 = (0, e1, e1 +
e2, . . . , e). Primijetimo da svi vrhovi tog simpleksa lezˇe u H i njegova n-strana τ0 =
(0, . . . , e1 + e2 + . . . + en−1) lezˇi u F−n .
Za 0 < i < n i-susjed od σ je simpleks σ˜ cˇiji vrhovi su isti kao i oni od σ, jedino je zi
zamijenjen sa z˜i = zi−1−zi +zi+1.Vrh z˜i c´emo zvati parnjakom vrha zi s obzirom na σ. Lako
se vidi da σ zadovoljava (3.1) i (3.2), te da je σ˜ i-susjed od σ ako i samo ako je σ i-susjed
od σ˜ i σ i σ˜ se sijeku u svojoj zajednicˇkoj i-strani. Takoder definiramo 0-susjeda od σ kao
σ˜ = (z1, . . . , zn, z˜0), gdje je z˜0 = z1 − z0 + zn i n-susjeda od σ kao σ˜ = (z˜n, z0, . . . , zn−1), gdje
je z˜n = zn−1 − zn + z0. Opet z0 i z˜0, te zn i z˜n zovemo parnjacima, i ako je σ˜ 0-susjed od σ,
tada je σ n-susjed od σ˜ i σ ∩ σ˜ je n-strana od σ i 0-strana od σ˜.
Sada prosˇirimo oznaku l na Hˆ na nacˇin da je definiramo na stranama od Hˆ koristec´i
leksikografsko pravilo.
L(z) = Min{i|z ∈ F−i }, zaz ∈ ∪F−i
= Min{i|z ∈ F+i }, inacˇe
(3.3)
Trebat c´e nam josˇ jedna definicija. Simpleks σ ili strana τ c´e biti potpuno oznacˇeni ako
L preslikavaσ ili τ u cijeli N. Primijetimo da su simpleksσ0 i njegova n-stranica τ0 potpuno
oznacˇeni s obzirom da po (3.3) vrhovi od τ0 imaju oznake 1, 2, . . . , n. Sada definiramo graf
Γ cˇiji cˇvorovi su svi potpuno oznacˇeni simpleksi u Hˆ. Par takvih simpleksa, σ i σ˜ je
susjedan ako je njihov presjek potpuno oznacˇena stranica. Ovdje je opet kljucˇna sljedec´a
cˇinjenica, kao i u slucˇaju n = 2:
Teorem 3.3.2. Svaki cˇvor od Γ je stupnja najvisˇe 2.
Dokaz. Neka je σ = (z0, . . . , zn) potpuno oznacˇen. Tada σ ima tocˇno dva cˇvora, zi i z j,
s istom oznakom. Dakle, σ˜ je potpuno oznacˇen susjed od σ ako i samo ako je i- ili j-
susjed od σ jer za bilo kojeg drugog susjeda njihov presjek ne bi bio potpuno oznacˇena
stranica. 
Sada primijetimo da simpleks σ0 ima tocˇno jednog potpuno oznacˇenog susjeda. Od-
nosno, pretpostavimo da je L(e) = i > 1. U tom slucˇaju je σ˜0 = (−en, 0, . . . , e1 + . . .+ en−1)
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n-susjed od σ0, a to nije u Hˆ s obzirom da je −en negativan. Drugi vrh od σ0 s oznakom i
je e1 + . . . + ei−1 i njegov parnjak je e1 + . . . + ei−2 + ei, koji je u Hˆ, pa σ0 ima stupanj 1.
Primijenimo li Teorem 3.1.2., dobijemo da je σ0 pocˇetni cˇvor jednostavnog puta P =
(σ0, σ1, . . . , σm). Tvrdimo:
Teorem 3.3.3. Potpuno oznacˇena stranica od σm lezˇi na nekoj strani F+i od Hˆ.
Dokaz. Neka je σm = (z0, . . . , zn). Kako σm ima samo jednog susjeda, mora vrijediti da za
neki i parnjak z˜i od zi nije u Hˆ. Za 0 < i < n se to ne mozˇe dogoditi jer je zi−1 < z˜i < zi+1
i zi−1 i zi+1 su u Hˆ pa je i z˜i. Pretpostavimo da σm nema nijednog 0-susjeda; to znacˇi da
z˜0 = z1 − z0 + zn nije u Hˆ. Neka je z1 − z0 = er. Tada z˜0 nije u Hˆ samo ako je znr = k + 1; ali
onda iz (3.2) slijedi zir = k + 1 za sve i > 0, pa 0-stranica od σ
m lezˇi na F+r , sˇto je u skladu
s tvrdnjom.
Ostalo je josˇ istrazˇiti moguc´nost da σm nema nijednog n-susjeda, sˇto bi impliciralo da
z˜n = z0 − zn + zn−1 nije u Hˆ. Ako je zn − zn−1 = er, tada je z0r = 0; ali opet zbog (3.2) to znacˇi
da je zir = 0 za i < n pa n-stranica τ od σ
m lezˇi u F−r . Ali iz (3.3) τ mozˇe imati samo oznake
i ≤ r pa s obzirom da je τ potpuno oznacˇena slijedi r = n i τ ∈ F−n . Kako bismo pokazali
da to nije moguc´e, pokazujemo da je τ = τ0 ako je τ = (z0, . . . , zn−1) potpuno oznacˇena i
lezˇi u F−n . Prvo tvrdimo da je z
0 = 0; jer ako je z0 > 0, tada je zir > 0 za sve i pa r ne mozˇe
biti oznaka od τ. Na isti nacˇin dobijemo z1 = e1, jer kad bi z1 bio bilo koji drugi jedinicˇni
vektor, tada nijedan vrh od τ ne bi imao oznaku 2. Isti argument nam daje z2 − z1 = e2 i
tako dalje. S druge strane, σm ne mozˇe imati τ0 kao stranicu jer bi onda P bio ciklus, a
znamo da je put. 
Sada je Hex teorem dokazan, jer ako σm ima potpuno oznacˇenu stranicu na F+i , tada
postoji pobjednicˇki i-skup. Potrebno je jednostavno odabrati vrhove oznacˇene sa i u sva-
kom simpleksu niza P i primijetiti da oni tvore povezan skup. Dalje vrh e1 + . . . + ei−1 od





Valja napomenuti da je gornji dokaz u potpunosti konstruktivan i iz njega se mozˇe
izvesti jednostavan algoritam za pronalazˇenje pobjednicˇkog i-skupa. Takoder, daje efikasan
nacˇin nalazˇenja ”gotovo fiksnih tocˇaka” preslikavanja.
Evo i algoritma. Pretpostavimo da nam je dana oznaka L i pogledajmo oznaku vrha e.
Ako je L(e) = i, uzmimo parnjak z˜i vrha zi (s obzirom na σ0). Nazovimo novi simpleks σ1.
Sada pogledajmo oznaku od z˜i. Postoji tocˇno jedan vrh od σ1 s tom oznakom. Zamijenimo
ga njegovim parnjakom itd. Svaki put kad u simpleks σk dovodimo novi vrh, drugi vrh od
σk s istom oznakom micˇemo i zamijenimo ga njegovim parnjakom. Na taj nacˇin u nekom
trenutku dolazimo do pobjednicˇkog i-puta.
Kombinirajuc´i ideje iz ovog i prethodnog dijela mozˇemo za svaku neprekidnu funkciju
f sa In u samog sebe nac´i tocˇke koje ona pomicˇe za proizvoljno malo. Preciznije, rec´i
c´emo da je tocˇka x u n-kocki In pomaknuta u smjeru i ako je | f (x) − x| = | fi(x) − xi| (ako
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ovo vrijedi za visˇe razlicˇitih i, uzimamo najmanji). Kako bismo nasˇli skoro fiksnu tocˇku,
uzmimo Hex plocˇu Hnk . Sˇto je vec´i k, to c´e nasˇa aproksimacija biti bolja. Oznaku L(z)
vrha z sada definiramo kao smjer u kojem se z/k pomakne pod utjecajem f . Uocˇimo da
nije potrebno racˇunati oznake svih n!kn tocˇaka od Hnk . Umjesto toga, jednostavno pratimo
Hex algoritam, racˇunajuc´i oznaku vrha samo ako ga donosimo u neki simpleks puta P.
Hex teorem garantira da c´emo u nekom trenutku sresti dva vrha, z i z′, koji su susjedni
i takvi da ih f oba pomakne u smjeru i, ali je prvi pomaknut prema naprijed, odnosno
fi(z) − zi ≥ 0; a drugi je pomaknut prema natrag, odnosno fi(z) − zi ≤ 0 (u originalu pisˇe
≥). To slijedi iz cˇinjenice da tocˇke na strazˇnjoj (prednjoj) i-strani n-kocke ne mogu biti
pomaknute prema natrag (naprijed). Ali, naravno, ako se dvije oblizˇnje tocˇke pomaknu u
suprotnim smjerovima, tada nijedna ne mozˇe biti pomaknuta daleko ako je k velik.
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Njemacˇki matematicˇar Emmanuel Sperner prvi je dokazao rezultat koji c´e se kasnije po
njemu zvati Spernerova lema, a on kazˇe da svaka Spernerova triangulacija n-simpleksa
sadrzˇi neparan broj potpuno oznacˇenih n-simpleksa.
U ovom radu navodimo dokaz tog rezultata, kao i njegovu primjenu na probleme pra-
vedne raspodjele torte i stanarine. Osim toga, pokazujemo vezu s Brouwerovim teoremom
o fiksnoj tocˇki i na kraju navodimo vezu Brouwerovog teorema s igrom Hex.

Summary
Emmanuel Sperner, a german mathematician, was the first to prove a result which will
later be named after him and known as Sperner’s lemma, which says that every Sperner
triangulation of an n-simplex contains an odd number of fully labelled n-simplexes.
We present the proof of that result and apply it on fair division problems, namely on
cake cutting and rental division. Besides that we show the connection with the Brouwer’s
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